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PROPRIÉTÉS UNIVERSELLES DE CERTAINS SYSTÈMES DISCRETS 
DANS LE TEMPS 
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Résumé. — Pour une classe assez large de systèmes à une dimension discrets dans le temps, il existe 
certaines propriétés universelles : l'ordre dans lequel les cycles limites stables apparaissent, la façon 
dont la longueur de ces cycles diverge pour certaines valeurs critiques. On peut montrer que le dia­
gramme de bifurcations possède la propriété d'homothétie interne ; cela permet de calculer par des 
méthodes de renormalisation les exposants universels qui décrivent le diagramme de bifurcations au 
voisinage des valeurs critiques et de démontrer que ce diagramme de bifurcations possède un ensemble 
non dénombrable de valeurs pour lesquelles il n'y a pas de cycle stable. 

Abstract. — For a rather large class of uni-dimensional systems which are discrete in time, there 
exist certain universal properties : the order in which the stable limit cycles appear, how the length 
of these limit cycles diverges around some critical values. One can show that the bifurcation diagram 
possesses an internal similarity : this allows one to calculate with renormalization group methods 
the universal exponents which describe the behaviour of the bifurcation diagram around the critical 
values and to demonstrate that the bifurcation diagram has a non-countable set of points for which 
there is no stable limit cycle. 

1. Ordre universel de l'ensemble des valeurs de 
bifurcation. — Quand on se.donne un système dis­
cret [1] dans le temps : 

xl+1 = T(xt) 

la question qui se pose est de savoir quel est le compor­
tement quand n -> oo de T"(xt) = x„+t. S'il existe 
une période p stable, c'est-à-dire un ensemble de 
p points yi,y2, ...,yp vérifiant : 

yt+i = nyd ; * = T(yp) 
p AT 

alors tout un voisinage de ces points yuy2, ••-, Jp 
finit par tomber sur cette période p. 

Ainsi par exemple dans le cas de la figure la, 
T(x) possède un point fixe stable, c'est-à-dire une 
période 1. Quand on déforme continûment T(x), ce 
point fixe peut devenir instable et il apparaît alors 
un cycle de période 2 (Fig. \b) : quand n -»• oo les 
2 suites T2\x) et T2n+l(x) convergent vers des 
limites différentes y0 et yx ; après beaucoup d'itéra­
tions, on fait perpétuellement un mouvement d'aller 
et retour entre y0 et y^. On dit que la période 2 est 

(*) Ce travail a été fait en collaboration avec Annie Gervois et 
Yves Pomeau. 

stable (Fig. \b). Cette période 2 peut à son tour devenir 
instable et il apparaît alors une période 4 stable. 
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FIG. 1. — Sur la figure la, il n'y a qu'un point fixe stable. Quand 
on déforme T(x), ce point fixe devient instable et il apparaît un 
cycle de période 2 (les 2 points du cycle sont points fixes de T2) 

(Fig. 1*). 
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Metropolis, Stein et Stein [2] ont décrit comment 
les périodes stables se succèdent quand on déforme 
continûment T(x). Ils considèrent que T a la forme : 

où f(x) est une fonction ayant un seul maximum. 
3. est le paramètre qui permet de déformer T,(x) ; 
quand Â varie, on peut représenter les intervalles de 
valeurs de A pour lesquelles une période est stable 
(Fig. 2). 

FIG. 2. - Longueur du cycle stable en fonction dc A. On n'a repré- 
senté ici que les zones de stabilité des périodes $ 5. 

Les valeurs de A qui limitent ces intervalles dépen- 
dent de la fonction f mais d'après M.S.S. [2], pour 
une classe assez large de fonctions f (à un seul maxi- 
mum), ces intervalles sont rangés de la même manière. 
Autrement dit, indépendamment de la fonction f ,  
quand R augmente, d'abord le point fixe est stable, 
puis la période 2, puis la période 4. Sur la figure 2 
ne sont représentées que les périodes les plus basses. 
On peut montrer que le nombre de régions de sta- 
bilité d'une période n croit comme 2"-'/n quand 
n -+ CO et il devient vite difficile de les représenter 
toutes. 

Remarque. - Une période n possède en général 
plusieurs zones de stabilité : ainsi par exemple la 
période 4 est stable 2 fois (Fig. 2). Ce qui distingue 
ces 2 zones de stabilité est la disposition des points 
de la période sur la droite réelle (Fig. 3). 

Imperiode 4 2èmepende 4 

FIG. 3. - Formes des périodes 4. 

2. Homothétie interne [3]. - L'ordre [2] dans 
lequel les périodes stables se succèdent est assez 
compliqué. Cependant il possède une propriété simple 
d'homothétie interne. 

Comme on peut le voir sur la figure 4, si on choisit 
convenablement dans le diagramme de bifurcations 
(Fig. 4a) deux valeurs de A : A, et A;, on peut vérifier 
qu'entre A, et A; toutes les périodes stables sont paires 
et que les zones de stabilité de ces périodes (Fig. 4b) 
se succèdent dans le même ordre que dans le dia- 
gramme de bifurcations (Fig. 4a) à condition de mul- 
tiplier les périodes par 2. 

11 existe donc une fonction croissante X 2  telle que 
si A = .K,(A), la période stable pour A est 2 fois 

FIG. 4. - Si on regarde la structure du diagramme de bifurcations 
entre )., et 1.; sur la figure 4a, on obtient la figure 4b. Les périodes 6,  
8 et 10 de la figure 46 existent effectivement sur la figure 4a entre 
A, et A; mais n'ont pas été représentées. De même entre A, et A;, 

la structure est donnée par la figure 4c. 

plus longue que Ia période stable pour A. Si n(A) est 
la longueur de la période stable de TA, on a : 

On peut trouver aussi 2 points A, et R i  (Fig. 4a) 
entre lesquels le diagramme de bifurcations est 
reproduit dans sa totalité à condition de multiplier 
les périodes par 3 (Fig. 4c). Il existe donc une autre 
fonction croissante X3 telle que : 

Plus généralement, a chaque période stable pl cor- 
respond une fonction X, qui vérifie : 

Le diagramme de bifurcations est donc similaire à 
certaines de ses parties. 

3. Nombres universels et renormalisation [4], [5], [6]. 
- Nous avons vu que quand le point fixe se déstabilise, 
il apparaît une période 2 stable. D'après la propriété 
d'homothétie interne, quand la période 2 se déstabilise, 
il apparaît une période 4 stable et ainsi de suite : 
la période 2" apparaît puis en se déstabilisant elle 
engendre une période 2"+' stzble. 

Il existe une valeur R, critique pour laquelle toutes 
ces périodes 2" sont apparues et se sont déstabilisées 
(Fig. 5). On peut dire qu'au point A, la période stable 
est 2m puisque cette valeur Les t  la limite des zones de 
stabilité des périodes 2". On voit (Fig. 5) que la fonc- 
tion n(R) (longueur de la période stable de la transfor- 
mation Ti) diverge au point A,. 

Il se trouve que la fonction n(A) diverge avec une loi 
de puissance : 

n(R) - (A - A,)" quand A + A, (4) 

et on vérifie numériquement que l'exposant Y, est le 
même pour toutes les fonctions f (Eq. (1)) qui ont un 
comportement parabolique au voisinage de leur 
maximum. On peut mesurer numériquement cet 
exposant v, avec beaucoup de précision (en calculant 
numériquement toutes les valeurs de bifurcation). 
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FIG. 5. - On rcpréscnte les sauts de la fonction n(Â) quand A 
augmente lors des premières bifurcations. 

A partir de la relation (2), on voit que A, est le point 
fixe de la fonction X,. En effet si 

Ac = X2(Ac) 

on a d'après (2) : 

n(Ac) = 2 n(Ac) 

qui ne peut avoir comme solution que : 

A partir de la connaissance de la fonction X,, 
on peut calculer cet exposant pat la relation : 

En général, il n'est pas possible de connaître la 
fonction X, et donc de calculer exactement ces expo- 

lisation dans l'espace direct utilisées dans la théorie 
des phénomènes critiques pour calculer les exposants. 

Remarque. - Au voisinage de'& la fonction n(A) 
a des sauts et son comportement est de la forme : 

où la fonction g, est périodique : g2(z + 1) = g,(z). 
De la même façon qu'au voisinage de Ac, la fonction 

n(Â) possède un exposant universel, v,, au voisinage 
de la valeur A; point fixe de X3, la fonction n(A) a un 
comportement de la forme : 

et l'exposant v3 est le même pour toutes les fonctions f 
qui ont un sommet parabolique. Cet exposant peut 
aussi être mesuré et la meilleure valeur que l'on a 
calculée par des méthodes approchées est très proche 
de la valeur mesurée (Tableau 1). 

Remarque. - On peut généraliser ces comporte- 
ments en mesurant et en calculant l'exposant v, qui 
correspond à l'homothétie interne X,. 

Remarque. - Dans certains cas, on peut trouver la 
forme exacte des fonctions X, : 

Si on considère la transformation T qui dépend de 
2 paramètres (A, r) définie par : 

On obtient par exemple : 

A = A', 
(r', Ar) = x,(Y, R) O (. = Af rr - 1 

A' - r' 

An2 - 
(yf1, Y' = "3". 4 - [ = i"2 (n" + 1) 

- (An + 1) r" 
sants. Cependant avec des formes approchées obtenues 
en cherchant quelle relation doit relier A et A pour que 4. Ihsemble des va'eurs de '"' période - 

TA et T i  se ressemblent, on peut obtenir v, avec Si on considère l'ensemble G de toutes les valeurs de A 
beaucoup de précision (Tableau 1). Cette façon de POUT lesquelle Ti n'a pas de période stable finie, cet 

est calquée sur les méthodes de renorma- ensemble s'applique dans lui-même par toutes opé- 
rations X, : 

Vp X,(G) c & . 
TABLEAU 1 

Exposants pour les fonctions Du simple fait que E est stable par 2 homothéties 

ayant un sommer parabolique différentes (par exemple 2, et X,), cela permet de 
conclure que I'ensemble E est non dénombrable [3]. 

Méthode "2 "3 C'est un ensemble de Cantor. Sauf pour certaines 
- - - transformations T,(x) bien particulières, on ne sait 

Renorrnalisation la pas en général si cet ensemble est de mesure nulle : 
plus précise - 0,448 573 - 0,273 91 ainsi dans le cas de T,(x) = Àx(l - x), on ne sait pas 
Valeur mesurée - 0,449 807 - 0,273 84 quelle est la mesure de &. 
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