
EQUILIBRE ET CROISSANCE D'UNE SURFACEA. MORPHOLOGIE D'EQUILIBRE D'UNE INTERFACEDans 
e premier tutorat traitant de la morphologie des interfa
es, nous al-lons mod�eliser une interfa
e d'�equilibre entre deux milieux, par exemple unliquide et une vapeur. Dans un pro
hain tutorat, on traitera du probl�eme dela 
roissan
e d'une interfa
e - hors �equilibre par d�e�nition - sous une a
tionext�erieure (d�eposition de parti
ules, appli
ation d'une for
e, et
...).Dans un sou
i de simpli
it�e, nous nous pla
erons �a deux dimensions, o�ul'interfa
e est une ligne, que nous allons mod�eliser i
i de deux mani�eres: toutd'abord (partie I) en adoptant un formalisme 
ontinu, puis (partie II) dansun formalisme dis
ret o�u l'interfa
e s�epare deux domaines d'aimantations op-pos�ees.I. MODELISATION CONTINUE D'UNE INTERFACENous allons mod�eliser l'interfa
e 
omme une ligne 
ontinue et d�erivable y(x).Nous la supposerons presque plate, 
'est-�a-dire (dy=dx)2 � 1. L'�energie del'interfa
e est proportionnelle �a sa longueur totale L: H = �L, o�u � est une
onstante positive, appel�ee tension de ligne.1. Soit L la longeur de l'interfa
e projet�ee sur l'axe des x, exprimer L enfon
tion de L et de (dy=dx)2.2. Montrer qu'en 
hoisissant 
omme 
onditions aux limites p�eriodiques: y(0) =y(L) = 0, la d�e
omposition de Fourier de y(x) peut s'�e
rire:y(x) = 1Xn=1An sin��nxL �Les An repr�esentent maintenant les degr�es de libert�e ind�ependants du syst�eme,et varient de �1 �a +1.Montrer que H s'�e
rit, �a une 
onstante additive pr�es:H = ��24L 1Xn=1n2A2nQue peut-on dire de 
ette d�e
omposition?3. Que vaut, �a une 
onstante multipli
ative pr�es, la probabilit�e d'observer lavaleur An pour le mode n? Quelle est la probabilit�e jointe P (An; Am) entre1
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Fig. 1. Interfa
e liquide/vapeur �a deux dimensions. L est la longueur projet�ee del'interfa
e, L sa longueur d�evelopp�ee.deux modes n et m ? On en d�eduira les valeurs moyennes hAni et hAnAmi.Montrer qu'on retrouve le th�eor�eme d'�equipartition de l'�energie.4. D�eduire de 
es r�esultats la valeur moyenne du produit hy(x)y(x0)i, parexemple pour x0 � x, en utilisant la propri�et�e:1Xn=1 1n2 
osnx = �26 � �jxj2 + x24 0 � x � 2�On pose:�y = y(x0)�y(x) la di��eren
e d'ordonn�ees entre deux points d'abs
issesx et x0. Quand x et x0 sont �eloign�es, h�y2i1=2 peut être 
onsid�er�ee 
ommel'�epaisseur de l'interfa
e. 2



D�eduire de l'expression de hy(x)y(x0)i 
al
ul�ee plus haut 
elle de < �y2 >.Que vaut < �y2 > lorsque jx0 � xj � L ? Montrer que le probl�eme 
onsid�er�eest similaire �a 
elui d'une mar
he al�eatoire (Tut 1) et expliquer pourquoi. Quevaut i
i le 
oeÆ
ient de di�usion? Pour quelle valeur de jx0� xj la 
u
tuationde �y est-elle maximale ? Comment se 
omporte l'�epaisseur de l'interfa
e enfon
tion de L?II. MODELISATION DISCRETE DE L'INTERFACENous allons maintenant pro
�eder �a une mod�elisation dis
r�ete, et supposer quel'interfa
e s�epare deux zones d'aimantations positive (voir Fig. 2, la phase dubas est 
onstitu�ee de spins d'Ising pointant vers le haut) et n�egative (Fig. 2, laphase du haut est 
onstitu�ee de spins d'Ising pointant vers le bas). Chaque spinest suppos�e se trouver �a un noeud d'un r�eseau 
arr�e de maille �el�ementaire a =1. On supposera l'�e
hantillon 
arr�e, de taille L = N dans les deux dire
tions.On a don
 N2 spins.Le Hamiltonien de 
e syst�eme s'�e
rit:H = �J X<ij>SiSj Si; Sj = �1o�u la somme des intera
tions n'est �etendue qu'aux plus pro
hes voisins (
equ'on note par < ij >), et J est une 
onstante positive.1. Quelle est l'�energie asso
i�ee �a une interfa
e plane (�etat fondamental) ?Montrer que lorsque l'interfa
e n'est plus re
tiligne, sa longueur d�evelopp�eeest �egale �a : L = NXp=1(1 + jypj)o�u yp est la hauteur de la mar
he au point d'abs
isse xp. En d�eduire quel'�energie en ex
�es par rapport au niveau fondamental peut s'�e
rire:H = 2NJ + 2J NXp=1 jypjpour la 
on�guration 
omportant des mar
hes de hauteur yp.2. On suppose que l'extrêmit�e gau
he de l'interfa
e est �xe, et que son extrêmit�edroite est libre de se positionner n'importe o�u. Les hauteurs de mar
he sontsuppos�ees être des variables al�eatoires ind�ependantes pouvant prendre toutesles valeurs enti�eres entre �1 et +1. Montrer que la fon
tion de partition Zde l'interfa
e peut se fa
toriser, et qu'on a:Z = �N3
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Fig. 2. Interfa
e entre la r�egion du bas, d'aimantation positive, et la r�egion duhaut d'aimantation n�egative, �a deux dimensions. L = N est la taille du syst�eme, lalongueur projet�ee de l'interfa
e, le pas du r�eseau �etant 
hoisi �egal �a 1.o�u � est la fon
tion de partition d'une mar
he:� = e�2�J 
oth(�J)ave
� = 1=kT , o�u k est la 
onstante de Boltzmann.Cal
uler l'�energie moyenne par unit�e de longueur de l'interfa
e: � = E=N etla tension de ligne f (�egale �a l'�energie libre par unit�e de longueur: f = F=N).Quelles sont les limites de � et de f �a basse et haute temp�erature?3. Montrer que la probabilit�e pour qu'une mar
he soit de hauteur p, as
endante4



ou des
endante, est �egale �a:P(jyj = p) = 2e�2�J(1+p)�En d�eduire que : hjyji = 1sinh 2�Jet v�eri�er que: � = 2J(1 + hjyji)Montrer aussi que: hy2i = 12(sinh �J)24. Soit �y la di��eren
e de hauteurs entre deux points de l'interfa
e d'abs
issesxp et xp+q: �y = p+qXi=p+1 yiUtiliser le th�eor�eme de la limite 
entrale (les yp sont des variables al�eatoiresind�ependantes) pour relier la varian
e �2�y de la distribution des �y �a 
elle,�2y de la distribution des y. On remarquera que �2y = hy2i puisque hyi = 0. End�eduire h(�y)2i1=2, qui peut être 
onsid�er�ee 
omme l'�epaisseur de l'interfa
elorsque q est grand. Montrer que l'on retrouve, dans 
ette limite, le r�esultat�etabli lors de l'appro
he 
ontinue:h(�y)2i / q / jx0 � xjQue vaut � dans 
e mod�ele ?
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